
1 Osnovne operacije sa matricama

Neka su date matrice A i B, istih dimenzija: A = [aij ]n×m i B = [bij ]n×m i skalar λ 6= 0. Tada va�zi:

• A±B = [aij ± bij ]n×m

• λA = [λaij ]n×m

Da bi mno�zenje matrica imalo smisla, broj kolona prve matrice mora biti jednak broju vrsta druge matrice!!!
Mno�zenje matrica nije komutativno, ali jeste asocijativno.1

Spomenimo jos neke od osnovnih pojmova u oblasti matrica:

• transponovana matrica matrice A, u oznaci AT je matrica �cije su kolone vrste matrice A;

• kvadratna matrica ima jednak broj vrsta i kolona;

• nula matrica je matrica �ciji su svi elementi nule;

• jedini�cna matrica je matrica koja na glavnoj dijagonali ima jedinice, a van nje nule; takva matrica predstavlja
jedinicu u odnosu na operaciju mno�zenja matrica;

• dijagonalna matrica je matrica koja sadr�zi nenula elemente samo na glavnoj dijagonali.

1. Date su matrice

A =

[
3 −2
5 4

]
i B =

[
3 4
2 5

]
.

Izra�cunati A+B, A−B, A ·B i B ·A, (A+B)T .

2. Izra�cunati:

a)

 5 8 −4
6 9 −5
4 7 3

 ·
 3 1 5

4 −1 3
6 9 5


b)

[
3 2 1
0 1 2

]
·

 1
2
3


c)
[
1 2 3

]
·

 2
4
6



3. Izra�cunati AB −BA ako je A =

 2 2 2
2 1 2
1 2 3

 i B =

 4 1 1
−4 2 0
1 2 1


4. Ako je P (x) = 3x2 − 5x− 2, izra�cunati P (A) ako je A =

[
1 2
3 1

]
.

5. Ako je A =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1

, dokazati da je An =

 1 n n(n−1)
2

0 1 n
0 0 1

 .
6. Odrediti n−te stepene matrica

a) A =

[
λ 1
0 λ

]
b) B =

[
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

]

c) C =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1


1O mno�zenju matrica pogledati skriptu profesora Dincica!



2 Determinante

Determinanta je de�nisana samo za kvadratne matrice! Pokaza�cemo kako se ra�cunaju determinante za n = 1, 2, 3

• |a11| = a11

•
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

•

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) − (a13a22a31 + a11a23a32 + a12a21a33) - Sarusovo

pravilo

• Ukoliko je matrica dijagonalna, njena determinanta jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.
Specijalno, det In = 1

Laplasov razvoj determinante

U matrici A = [aij ]n×n posmatrajmo element aij . Ozna�cimo sa Mij determinantu matrice koja je dobijena iz
matrice A izbacivanjem i-te vrste i j-te kolone. Takva determinanta naziva se minor elementa aij . Determinanta
matrice A se mo�ze razviti po i-toj vrsti:

detA = ai1(−1)i+1Mi1 + ai2(−1)i+2Mi2 + . . .+ ain(−1)i+nMin.

Analogno, matrica se mo�ze razviti i po j-toj koloni.

Osobine determinanti

• detA = detAT

• Ako dve vrste/kolone matrice zamene mesta, menja se znak determinante.

• Ako se svaki element jedne vrste/kolone pomno�zi skalarom λ 6= 0, determinanta se mno�zi istim skalarom.

• Vrednost determinante se ne menja ako se vrsta/kolona pomno�zi skalarom λ 6= 0, a onda doda nekoj drugoj
vrsti/koloni.

1. Izra�cunati determinante

a)

∣∣∣∣ 1 3
5 7

∣∣∣∣ b)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
4 5 9
16 25 81

∣∣∣∣∣∣ c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣∣
2. Izra�cunati determinante

a)

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2 a3

a a2 a3 1
a2 a3 1 a
a3 1 a a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 Inverzna matrica

Matrica A je invertibilna (regularna) ako postoji matrica A−1, takva da je AA−1 = A−1A = I. Kvadratna matrica
je regularna ako i samo ako je detA 6= 0.

Postupak dobijanja inverzne matrice

Neka je Mij minor elementa aij matrice A = [aij ]n×n. Algebarski kofaktor elementa aij je

Aij = (−1)i+jMij .

Adjungovana matrica matrice A, u oznaci

adjA =


A11 A12 ... A1n

A21 A22 ... A2n

... ...
An1 An2 ... Ann


T

I kona�cno, A−1 =
1

detA
adjA.



1. Odrediti A−1 ako je

a) A =

[
1 2
2 6

]
b)

[
a b
c d

]
c)

 3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1


2. Re�siti matri�cne jedna�cine po nepoznatoj matrici X

a) AX = B b) XA = B c) AX = BA−1B d) AX−2A = 2BX−B+I e) XA = BA−1B f) AX−1 = A−X−1B.

ako su date matrice A =

 1 2 1
1 1 0
2 0 −1

 i B =

 1 1 1
0 0 0
0 0 0

 .
4 Rang matrice

Rang se odredjuje svodjenjem matrice na stepenastu formu uz kori�s�cenje elementarnih transformacija pri kojima
se ne menja rang

• zamena mesta dvema vrstama/kolonama

• mno�zenje vrste/kolone skalarom λ 6= 0

• dodavanje jedne vrste/kolone pomno�zene skalarom nekoj drugoj vrsti/koloni

1. Odrediti rang matrice

a) A =

 4 −3 −2 1
−2 1 3 −1
1 1 −1 2

 b) B =

 3 −2 1 2
−1 1 −3 −3
2 −1 −2 −1

 .

2. Odrediti rang matrice A =


1 1 1 1
2 1 1 1
1 3 1 1
1 1 4 1
1 1 1 5
1 2 3 4


3. U zavisnosti od parametra λ diskutovati rang matrice

a) A =

 λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

 , b) B =


3 1 1 4
a 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3




